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V zaključnem delu smo obravnavali upogib kompozitnega nosilca, ki je sestavljen iz več 
vzdolžnih plasti. Takšni nosilci se ponavadi uporabljajo za zmanjševanje mase ter 
prilagajanje želenih lastnosti materiala po debelini. V nalogi nas je zanimal preračun, ko ima 
nosilec dve plasti in več plasti. V prvem delu je izpeljana teorija upogiba tankih nosilcev, za 
katere velja Bernoullijeva predpostavka o ravnih prerezih. Izpeljali smo zvezo med 
napetostnim in deformacijskim stanjem za poljubno velike premike in zasuke pri čistem 
upogibu. Teorijo smo najprej preizkusili na nekaj računskih primerih, pri katerih smo 
upoštevali, da se ena plast v nosilcu segreje in zato raztegne. Za konec pa smo teorijo 
preverili še z eksperimentom, v katerem smo eno od plasti močno deformirali in jo pritrdili 
na nedeformirano plast. Po razbremenitvi se je takšen kompozitni nosilec deformiral v del 
krožnice. Primerjava med teoretičnimi izračuni in eksperimenti je pokazala dobro ujemanje 
med obema načinoma.  
 
 
 viii 
Abstract 
UDC 539.413:624.016:519.6(043.2) 
No.: UN I/1420 
 
 
 
Bending of a layered beam due to residual stresses 
 
 
 
Ema Štukelj 
 
 
 
Key words:   composite beam  
 bending 
 system of equations 
 boundary conditions 
 radius of curvature 
 
 
 
 
 
In the final thesis, we considered the bending of a composite beam consisting of several 
longitudinal layers. These kind of beams are typically used to reduce weight and adjust the 
desired properties of the material in thickness. We studied beams with two layers and several 
layers. In the first part, the theory of bending of thin beams is derived, to which Bernoulli's 
assumption of straight sections applies. We derived the relationship between the stress and 
strain state for arbitrarily large displacements and rotations in pure bending. At first we tested 
the theory on a few computational cases in which we considered that one layer in the support 
is heated up and therefore stretches. Then  we tested the theory with an experiment in which 
one of the layers was highly deformed and attached to an undeformed layer. After release, 
this composite deformed into a circular arc. A comparison between theoretical calculations 
and experiments showed a good match between the two methods.  
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
E MPa modul elastičnosti 
A mm2 površina 
I mm4 vztrajnostni moment 
S mm3 okrajšava za 𝐴 ∙ 𝑒 
a mm razdalja  
e mm razdalja 
𝜌 mm radij ukrivljenosti 
∆T ℃ sprememba temperature 
𝛼 K-1 linearni koeficient raztezka 
h mm višina 
l mm širina 
𝜎 MPa napetost 
𝜀 / specifična deformacija 
𝜂 / oznaka 𝜂 osi 
𝜉 / oznaka 𝜉 osi 
M Nm moment 
N F osna sila 
dA mm2 majhen delček površine 
z / oznaka z osi 
x / oznaka x osi 
y / oznaka y osi 
𝜉 / oznaka 𝜉 osi 
𝑑𝜗 ° kot 
𝛿𝑥 % relativna napaka 
p / označena točka 
 
 
Indeksi   
𝜉 smer 𝜉 
1 nosilec 1 
2 nosilec 2 
n n-število nosilcev 
izmerjeni radij izmerjen iz slike  
 1 
1 Uvod 
1.1 Ozadje problema 
V zaključnem delu bomo obravnavali upogib slojevitega kompozitnega nosilca. Takšen 
nosilec je sestavljen iz več vzdolžnih plasti. Zanimal nas bo preračun, ko ima nosilec dve 
plasti in tudi primer, ko ima n-plasti. Reševali bomo problem, kjer bomo deformirani nosilec  
pritrdili na nedeformiran nosilec. Zanimal nas bo odziv nosilcev, ko so izpostavljeni različni 
temperaturni obremenitvi in različni natezni obremenitvi. Izpeljano teorijo bomo preverili s 
pomočjo eksperimentov. 
 
1.2 Cilji 
Obravnavali bomo nosilec, ki ni obremenjen z zunanjimi silami in momenti, temveč samo z 
notranjimi. Obremenili ga bomo s temperaturno obremenitvijo ter napetostjo, ki se pojavi 
zaradi različnih raztegov plasti. Upoštevali bomo ravnovesne enačbe na deformiranem 
sistemu. Pri reševanju problema bomo upoštevali tudi, da so vse lastnosti posameznih plasti 
nosilca različne (isti bosta le dolžina in širina), zato tudi nevtralna os ne bo več na težišču 
prereza.   
Glavni cilj naloge je pokazati, kako se ob lepljenju dveh plasti ali n-plasti, ki vsebujejo osne 
napetosti, upogne nosilec. Izpeljano teorijo bomo na koncu uporabili za izračun upogiba 
nosilcev, ki so izpostavljeni segrevanju, ter preverili njeno veljavnost tudi s praktičnim 
eksperimentom. V eksperimentu bomo razteg posamezne plasti zaradi temperature simulirali 
s fizičnim raztegom ene od plasti in njene pritrditve na nedeformiran nosilec.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 2 
2 Teoretične osnove  
2.1 Kompozitni nosilec 
Nosilce, izdelane iz dveh ali več materialov, ki imajo različne module elastičnosti in je med 
njimi jasna meja, imenujemo kompozitne nosilce [1]. Primeri večplastnih kompozitnih 
nosilcev vključujejo večplastne nosilce, ki so izdelani s spajanjem oziroma lepljenjem več 
plasti ter »sendvič« nosilce, ki so sestavljeni iz visoko trdnih materialov in so ločeni s 
sorazmerno tanko plastjo materiala z nizko trdnostjo (npr. plastična pena) [2].  
 
Največkrat kompozitni material uporabljamo z namenom zmanjšanja teže, saj s 
kompozitnimi materiali lahko dosegamo znatno povišanje trdnosti pri isti masi [3]. 
Kompozitni materiali imajo tudi dobro odpornost proti utrujanju [3].  
  
Slabosti kompozitnih materialov pa so visoka cena, občutljivost na povišane temperature ter 
visoki stroški popravil ob poškodbi [3]. Ena najpogostejših napak ali poškodb pri večplastnih 
kompozitnih strukturah je razslojevanje (delaminacija)  in s tem se poslabšanje togosti in 
trdnosti [3].  
 
Kompoziti so lahko sestavljeni iz pet osnovnih skupin materialov s katerimi kompozite tudi 
armiramo (Slika 2.1) in sicer z vlakni, delci, kosmiči, laminati in s polnili [4].  
Glede na material osnove pa kompozite ločimo na tri vrste in sicer na kovinske, keramične 
in polimerne kompozite [5]. 
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Slika 2.1: Ojačitve, ki jih dodajamo kompozitnim materialom [5]. 
 
Kompozitne večslojne nosilce lahko sestavljamo poljubno tako, da bo kar najbolj 
odgovarjalo zahtevam in nalogam, ki naj bi jih ta nosilec opravljal. Lahko ga sestavimo tako, 
da bo imel na različnih delih različne materialne lastnosti. Lastnosti kompozitnega nosilca 
so tako odvisne od materiala, ki tvorijo ta nosilec in razporeditve komponent po njegovem 
volumnu.  
 
Razvoj kompozitnih materialov je še vedno zelo aktiven, kar pomeni, da se nabor izdelkov, 
kjer lahko uporabimo kompozitne materiale nenehno povečuje. Kompozitni material je 
najbolj pogosto uporabljen v letalski industriji, vesoljski industriji, vojaški tehnologiji, 
gradbeništvu, strojništvu, itn. [5].  
Na Sliki 2.2 je prikazan slojevit kompozitni nosilec, ki je sestavljen iz treh plasti.  
 
 
 
Slika 2.2: Slojevit kompozitni nosilec [6]. 
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2.2 Upogib nosilca 
2.2.1 Upogib 
Pri upogibu se nosilci še bolj ukrivijo. Pred obremenitvijo so lahko ravni ali pa predhodno 
ukrivljeni. Ob predpostavki, da je nosilec sestavljen iz vlaken (ko so lahko tudi navidezna) 
in so ta vzporedna z vzdolžno osjo, se ob upogibu nosilca na strani, kjer se vzdolžna vlakna 
skrčijo pojavijo tlačne napetosti. Na strani nosilca, kjer se vlakna podaljšajo, pa se pojavi 
natezna napetost.     
Predpostavili bomo, da za napetostno-deformacijsko stanje velja Euler-Bernoullijeva 
hipoteza. Za katero velja, da prečni prerezi nosilca, ki so bili pravokotni glede na vzdolžno 
os pred deformacijo, so pravokotni na vzdolžno os tudi po deformaciji. Za hipotezo velja 
tudi, da so deformacijski koti majhni.  
 
Celotna teorija upogiba nosilca, ki jo predstavimo, je povzeta po virih [7] in [8].  
 
Iz Bernoullijeve predpostavke in Slike 2.3 lahko zapišemo:  
 
𝜀𝑛
𝐴 < 0 in 𝜀𝑛
𝐵 > 0,  
 
iz česar lahko sklepamo, da obstaja neka os, kjer je 𝜀𝑛 = 0, ta os je se imenuje nevtralna os.  
 
 
 
Slika 2.3: Začeto nedeformirano stanje (zgoraj) in deformirano stanje (spodaj) 
 
Za upogib, ki ga bomo obravnavali v te nalogi bo veljalo še nekaj naslednjih trditev:  
- nevtralna ploskev bo ohranila svojo dolžino (pred in po deformaciji bo enako dolga),  
- nosilec je pred deformacijo raven,  
- veljal bo Hookov zakon,  
- iz Bernoullijeve predpostavke in obremenitve velja, da so posamezna vzdolžna vlakna 
obremenjena le z normalnimi napetostmi v smeri vzdolžne osi.  
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2.2.2 Ukrivljenost in deformacije 
Za začetek bomo pri računanju napetostno-deformacijskega stanja začeli z enostavnim, 
nedeformiranim primerom ter z nosilcem, ki je iz enega materiala, nato pa bomo dodali še 
en material oziroma eno plast kompozitnega nosilca.  
 
Iz Slike 2.4 napišemo enačbo:  
 
𝜌
?̃??̂̃?
=  
𝜌 + 𝑎 − 𝜂
?̃??̂̃?
 
 
Če predpostavimo, da je nevtralna ploskev neraztegljiva dobimo:  
 
?̇??̇?̅̅ ̅̅ =  𝑚 ?̂? =  𝑙̇ =  ?̇?𝑞.̇̅̅ ̅̅  
 
 
 
Slika 2.4: Nedeformiran nosilec iz enega materiala z označeno nevtralno osjo. 
Iz deformiranega stanja ter Slike 2.5 tako lahko napišemo:  
 
𝜀𝜉𝜉 =  
𝑝 ?̂? − ?̇??̂̇?
?̇??̇?̅̅̅̅
 
 
𝜀𝜉𝜉 =
𝑝 ?̂? −  𝑚 ?̂?
𝑚 ?̂?
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Slika 2.5: Deformiran nosilec z označenim radijem ukrivljenosti in nevtralno osjo. 
 
Enačbo zapišemo z radijem ukrivljenosti.  
 
𝜀𝜉𝜉 =  
(𝜌 + 𝑎 − 𝜂)𝑑𝜗 − 𝜌𝑑𝜗
𝜌𝑑𝜗
 
 
Z okrajšavo pridemo do enačbe:  
 
𝜀𝜉𝜉 =
𝑎 − 𝜂
𝜌
   
 
Zgoraj izpeljana enačba nam daje odvisnost deformacije od radija ukrivljenosti, razdalje 
koordinatnega sistema od opazovanje točke in razdalje nevtralne osi od koordinatnega 
sistema.  
 
Iz Hookovega zakona, kateri v osnovi opisuje linearno zvezo med napetostnim in 
deformacijskim stanjem (napetostnim tenzorjem in deformacijskem tenzorjem).  
 
𝜎 = 𝐸 ∙  𝜀  
 
𝜎… napetostni tenzor, 
E … tenzor elastičnih konstant,  
𝜀… tenzor specifičnih deformacij. 
 
V našem primeru pa v Hookov zakon vstavimo prej izpeljani izraz za deformacije in tako 
dobimo enačbo za izračun napetosti v nosilcu po prerezu.  
 
𝜎𝜉𝜉 = 𝐸 𝜀𝜉𝜉 − 𝐸 𝜀0 
 
𝜎𝜉𝜉(𝜂) = 𝐸 
𝑎 − 𝜂
𝜌
 − 𝜎0 
 
𝜉 
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2.2.3 Robni pogoji 
Za izpolnjevanje ravnovesja sil in momentov, moramo upoštevati ravnovesno enačbo za 
osne sile 
 
𝑁 = 0 →  ∫ 𝜎𝜉𝜉𝑑𝐴 = 0
𝐴
 
 
ter ravnovesno enačbo za ravnovesje upogibnih momentov. 
 
𝑀 = 0 →  ∫ 𝜎𝜉𝜉 𝜂 𝑑𝐴 = 0
𝐴
 
 
2.2.4 Izpeljava za dvoplastni nosilec 
Na začetku obravnavamo nosilec, sestavljen iz dveh različnih materialov (Slika 2.6), torej 
imamo različna modula elastičnosti, različni temperaturni raztezek in različni debelini plasti. 
Upoštevamo tudi izraz za napetost oziroma Hookov zakon za vsak material posebej.  
 
Iz Slike 2.6 lahko zapišemo naslednje povezave:  
 
𝜂1 =  𝜂 − 𝑒1 → 𝜂 = 𝜂1 + 𝑒1 
 
𝜂2 =  𝜂 − 𝑒2 → 𝜂 = 𝜂2 + 𝑒2 
 
 
 
Slika 2.6: Dva kompozitna nosilca z označeno nevtralno osjo. 
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Temperaturno obremenitev oziroma raztezek upoštevamo samo pri enem nosilcu.  
 
𝜎𝜉𝜉,1(𝑦) = 𝐸1 (𝑎 − 𝜂)
1
𝜌
− 𝛼1Δ𝑇 𝐸1 
 
Toplotno obremenitev posplošimo na katero koli obremenitev in tako zapišemo na mestu 
zadnjega člena 𝜎01: 
 
𝜎𝜉𝜉,1(𝑦) = 𝐸1 (𝑎 − 𝜂)
1
𝜌
− 𝜎01  
 
V enačbo vstavimo povezavo 𝜂 = 𝜂1 + 𝑒1:  
 
𝜎𝜉𝜉,1(𝑦) =  𝐸1 (𝑎 − 𝜂1 − 𝑒1)
1
𝜌
− 𝜎01 
 
Za drugi nosilec velja enaka predpostavka in tako dobimo podoben izraz. Razlike so zaradi 
različnih materialnih in geometrijskih lastnosti.   
 
𝜎𝜉𝜉,2(𝑦) = 𝐸2 (𝑎 − 𝜂)
1
𝜌
− 𝜎02 
 
𝜎𝜉𝜉,2(𝑦) = 𝐸2(𝑎 − 𝜂2 − 𝑒2)
1
𝜌
− 𝜎02 
 
Zgoraj izpeljana izraza vstavimo v prvo ravnovesno enačbo, kjer upoštevamo ravnovesje 
osnih sil. 
 
𝑁 = ∫ 𝜎𝜉𝜉𝑑𝐴 = 0
𝐴
 
 
Ker obravnavamo dva različna nosilca, moramo tudi integrirati po dveh površinah in tako 
zapišemo. 
 
𝑁 =  ∫ 𝜎𝜉𝜉,1 𝑑𝐴
𝐴1
+  ∫ 𝜎𝜉𝜉,2𝑑𝐴
𝐴2
= 0 
 
V ravnovesno enačbo osnih sil vstavimo zgoraj izpeljana izraza: 
 
∫ (𝐸1 (𝑎 − 𝜂1 − 𝑒1)
1
𝜌
− 𝜎01) 𝑑𝐴 +  ∫ (
𝐴2𝐴1
𝐸2 (𝑎 − 𝜂2 − 𝑒2)
1
𝜌
− 𝜎02) 𝑑𝐴 = 0 
 
 𝜂1, 𝜂2 = 0, ker postavimo koordinatni sistem v težišče po 𝜂 osi.  
 
𝐸1
𝜌
∫ (𝑎 − 𝑒1)𝑑𝐴
𝐴1
−  ∫  𝜎01 𝑑𝐴
𝐴1
+  
𝐸2
𝜌 
∫ (𝑎 − 𝑒2)𝑑𝐴
𝐴2
− ∫  𝜎02 𝑑𝐴
𝐴2
= 0 
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𝐸1
𝜌
𝑎 𝐴1 −
𝐸1
𝜌
𝑒1 𝐴1 −  𝜎01 𝐴1 +
𝐸2
𝜌
𝑎 𝐴2 −
𝐸2
𝜌
𝑒2 𝐴2 −  𝜎02 𝐴2 = 0 
 
Pomnožimo z radijem ukrivljenosti 𝜌 in dobimo. 
 
𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑒1 𝐴1 − 𝜎01 𝐴1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2𝑒2 𝐴2 − 𝜎02 𝐴2𝜌 = 0 
 
Da bo izraz bolj pregleden zapišemo: 𝑆1 =  𝑒1 𝐴1 in 𝑆2 =  𝑒2 𝐴2. 
Tako dobimo izraz:  
 
𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑆1 − 𝜎01 𝐴1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2 𝑆2 − 𝜎02 𝐴2𝜌 = 0 
 
Obremenimo samo enega od nosilcev, zato je 𝜎02 = 0. 
 
(*)   𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑆1 − 𝜎01 𝐴1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2 𝑆2 = 0 
 
Upoštevamo še ravnovesno enačbo za ravnovesje upogibnih momentov, v katero ravno tako 
vstavimo zgoraj izpeljani Hookov zakon za oba nosilca.  
 
𝑀 = ∫ 𝜎𝜉𝜉 𝜂 𝑑𝐴 = 0
𝐴
 
 
Zopet integriramo po površinah dveh materialov. 
 
𝑀 =  ∫ 𝜎𝜉𝜉,1𝜂 𝑑𝐴
𝐴1
+  ∫ 𝜎𝜉𝜉,2𝜂𝑑𝐴
𝐴2
= 0 
 
∫ (𝐸1 (𝑎 − 𝜂1 − 𝑒1)
1
𝜌
− 𝜎01) 𝜂𝑑𝐴 +  ∫ (
𝐴2𝐴1
𝐸2 (𝑎 − 𝜂2 − 𝑒2)
1
𝜌
− 𝜎02) 𝜂𝑑𝐴 = 0 
 
𝜂1, 𝜂2 enačimo z 0, ker sta v središču koordinatne osi. 
 
𝐸1
𝜌
∫ (𝑎 − 𝑒1)𝜂𝑑𝐴 − ∫ 𝜎01𝑒1𝑑𝐴
𝐴1
+  
𝐸2
𝜌
∫ (𝑎 − 𝑒2) 𝜂𝑑𝐴
𝐴2𝐴1
∫ 𝜎02𝑒2𝑑𝐴
𝐴1
= 0 
 
𝐸1
𝜌
𝑎 𝑒1𝐴1 −
𝐸1
𝜌
∫ 𝑒1
2𝑑𝐴
𝐴1
−  𝜎01𝑒1𝐴1 +
𝐸2
𝜌
𝑎 𝑒2𝐴2 −
𝐸2
𝜌
∫ 𝑒2
2𝑑𝐴
𝐴2
−  𝜎02𝑒2𝐴2 = 0 
 
Ker izraz ∫ 𝑒2𝑑𝐴
𝐴
 predstavlja izračun vztrajnostnega momenta, ga lahko za posamezen 
nosilec zamenjamo za 𝐼1in 𝐼2. Celoten izraz še množimo s radijem ukrivljenosti 𝜌. 
 
𝐸1𝑎 𝑒1𝐴1 − 𝐸1𝐼1 − 𝜎01𝑒1𝐴1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝑒2𝐴2 − 𝐸2𝐼1 −  𝜎02𝑒2𝐴2𝜌 = 0 
 
Za večjo preglednost izraza zopet zapišemo: 𝑆1 =  𝑒1 𝐴1 in 𝑆2 =  𝑒2 𝐴2. 
 
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 − 𝜎01𝑆1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼1 −  𝜎02𝑆2𝜌 = 0 
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Ob obremenitvi samo enega nosilca, pridemo do izraza:  
 
(**)   𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 − 𝜎01𝑆1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2 = 0 
 
Iz ravnovesja notranjih sil in notranjih upogibnih momentov tako dobimo dve enačbi (*) in 
(**) za določitev neznanih a in 𝜌. 
 
Opomba: Če predpostavimo, da je nosilec 1 enak nosilcu 2 (tudi vse materialne lastnosti), 
ter 𝜎01 =  𝜎  ter 𝜎02 = 0, dobimo, da je vrednost a (oddaljenost nevtralne osi od 
koordinatnega sistema) enaka:  
 
𝑎 =  
ℎ
3
 
 
ter radij ukrivljenosti 𝜌: 
 
𝜌 =
4
3
 
ℎ 𝐸
𝜎
. 
 
2.2.5 Izpeljava za n-plastni nosilec 
V kolikor sestavimo nosilec z n-plastmi, bo lahko imela vsaka plast svoje materialne in 
dimenzijske lastnosti. Za vsak nosilec je tako potrebno definirati Hookov zakon oziroma 
izraz za napetost. Hkrati bo oddaljenost težišča posameznega nosilca od centralnega 
koordinatnega sistema različna, torej bo 𝑒𝑛 za vsak nosilec drugačen.  
 
Veljalo bo:  
 
𝜂 =  𝜂𝑛 +  𝑒𝑛 
 
ter:  
 
𝜎𝜉𝜉,𝑛(𝜂) =  𝐸𝑛(𝑎 − 𝜂)
1
𝜌
− 𝜎0𝑛 
 
Izraz vstavimo v robna pogoja glede na to, koliko nosilcev imamo in po koliko površinah bo 
potrebo integrirati.  
 
RAVNOVESJE OSNIH SIL: 
 
𝑁 =  ∑ ∫ 𝜎𝜉𝜉,𝑛 𝑑𝐴
𝐴𝑛
𝑛
𝑖=1
=  0 
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Z integriranjem zgornje ravnovesne enačbe osnih sil za n-plastni nosilec, dobimo enačbo: 
 
∑(𝐸𝑛𝑎 𝐴𝑛 − 𝐸𝑛 𝑆𝑛 − 𝜎0𝑛𝐴𝑛 𝜌)
𝑛
𝑖=1
= 0 
 
RAVNOVESJE UPOGIBNIH MOMENTOV:  
 
𝑀 =  ∑ ∫ 𝜎𝜉𝜉,𝑛 𝜂 𝑑𝐴
𝐴𝑛
𝑛
𝑖=1
=  0 
 
Ob integraciji ravnovesne enačbe za ravnovesje upogibnih momentov pa dobimo:  
 
∑(𝐸𝑛𝑎 𝑆𝑛 − 𝐸𝑛 𝐼𝑛 − 𝜎0𝑛𝑆𝑛 𝜌)
𝑛
𝑖=1
= 0 
 
 
Iz enačb nato izrazimo radij ukrivljenosti 𝜌 ter razdaljo a. 
 
𝜌 =  
∑ 𝐸𝑛𝑎 𝑆𝑛 − ∑ 𝐸𝑛 𝑆𝑛
𝑛
𝑖=1
𝑛
𝑖=1
∑ 𝜎𝑛 𝑆𝑛
𝑛
𝑖=1
 
 
𝑎 =  
∑ 𝐸𝑛 𝑆𝑛 − ∑ 𝜎𝑛 𝐴𝑛𝜌
𝑛
𝑖=1
𝑛
𝑖=1
∑ 𝐸𝑛  𝐴𝑛
𝑛
𝑖=1
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3 Rezultati in diskusija 
3.1 Teoretični preračuni 
Teoretične preračune bomo opravili na primerih, z izmišljenimi podatki. Najprej bomo 
opravili na primeru dvoplastnega nosilca, nato na tri plastnem in na koncu na pet plastnem 
nosilcu. Zaradi zahtevnosti analitičnega računanja, bodo preračuni oddaljenosti nevtralne osi 
od koordinatnega sistema in radija ukrivljenosti, izračunani s pomočjo programa Wolfram 
Mathematica.  
3.1.1 Primer 1 
Izračun bomo opravili na dveh primerih, na dvoplastnem nosilcu, kjer bomo najprej toplotno 
obremenili spodnji nosilec (nosilec 1) nato pa še drugi nosilec (nosilec 2) ter rezultate 
primerjali.   
 
𝐸1 = 700000 MPa 
𝐸2 = 200000 MPa 
𝛼 = 0.5 ∙ 10−5 K−1 
ℎ1 = 15 mm 
ℎ2 = 10 mm 
𝑙 = 30 mm 
∆𝑇 = 50 °C 
𝑒1 = 7.5 mm 
𝑒2 = 20 mm 
𝐴1 = 450 mm
2 
𝐴2 = 300 mm
2 
𝑆1 =  𝑒1 ∙ 𝐴1 = 7.5 ∙ 15 ∙ 30 = 3375 mm
3  
𝑆2 =  𝑒2 ∙ 𝐴2 = 20 ∙ 10 ∙ 30 = 6000 mm
3 
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Izračun vztrajnostnih momentov nosilcev:  
 
𝐼1 =  
𝑙 ℎ1
3
3
= 33750 mm4 
𝐼2 =  
𝑙 ℎ2
3
3
=  10000 mm4 
 
3.1.1.1 Toplotno obremenjen nosilec 1 
Toplotno obremenjen je bil samo prvi nosilec, kar pomeni da je 𝜎02 = 0. 
Iz zgoraj izpeljane enačbe o ravnovesju osnih sil izrazimo radij ukrivljenosti:  
 
𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑆1 − 𝜎01𝐴1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2 𝑆2 = 0 
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑆1 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2 𝑆2
𝜎01 𝐴1
 
 
Enako storimo iz enačbe o ravnovesju upogibnih momentov. 
 
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 − 𝜎01𝑆1𝜌 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼1 = 0 
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼1
𝜎01𝑆1
 
 
Izenačimo izpostavljena radija ukrivljenosti in izpostavimo iz enačbe a (oddaljenost 
nevtralne osi od koordinatnega sistema)  
 
𝐸1𝑎 𝐴1 − 𝐸1𝑆1 + 𝐸2𝑎 𝐴2 − 𝐸2 𝑆2
𝜎01 𝐴1
=  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼1
𝜎01𝑆1
 
 
V izraženo enačbo vstavimo podatke in izračunamo: 
 
𝑎 =  
𝐸1𝑆1
2 +  𝐸2𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴1 − 𝐸2𝐼2𝐴1
𝐸2 (𝐴2 𝑆1 − 𝐴1𝑆2)
=  −1.4583 mm 
 
Razdaljo a nato ustavimo v enačbo za radij ukrivljenosti, pred tem pa izračunamo še napetost 
v nosilcu zaradi toplotne obremenitve.  
 
𝜎01 =  𝛼 Δ𝑇 𝐸2 = 1130.5 MPa 
 
Radij ukrivljenosti dobljen iz ravnovesne enačbe o ravnovesju upogibnih momentov:  
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎01𝑆1
=  −8077.79 mm 
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3.1.1.2 Toplotno obremenjen nosilec 2 
Lastnosti nosilcev so iste, kot v prejšnjem primeru le, da v tem primeru toplotno obremenimo 
nosilec 2.  
 
Izračunamo napetost v nosilcu 2 zaradi toplotne obremenitve. 
 
𝜎02 =  𝛼 Δ𝑇 𝐸2 = 323 MPa 
 
Vztrajnostna momenta sta ostala ista kot pri predhodnem primeru. 
 
𝐼1 =  
𝑙 ℎ1
3
3
= 33750 mm4 
 
𝐼2 =  
𝑙 ℎ2
3
3
=  10000 mm4 
 
Izračunamo a - oddaljenost nevtralne osi od koordinatnega sistema: 
 
𝑎 =  
𝐸2𝑆2
2 +  𝐸1𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1)
=  11.5873 mm 
 
Radij ukrivljenosti dobljen iz ravnovesne enačbe o ravnovesju upogibnih momentov:  
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎02𝑆2
= 8077.79 mm 
 
Kot lahko vidimo iz dobljenih rezultatov, je radij ukrivljenosti enak, ne glede na to kateri 
nosilec obremenimo, razlikuje se le smer upogiba. Oddaljenost nevralne osi od 
koordinatnega sistema pa se razlikujeta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rezultati in diskusija 
 
15 
3.1.2 Primer 2 
V drugem primeru toplotno obremenimo drugi nosilec in podatke vstavimo v zgoraj 
izpeljane enačbe.  
 
𝐸1 = 100000 MPa 
𝐸2 = 500000 MPa 
𝛼 = 0.7 ∙ 10−5 K−1 
ℎ1 = 30 mm 
ℎ2 = 20 mm 
𝑙 = 50 mm 
∆𝑇 = 100 °C 
𝑒1 = 15 mm 
𝑒2 = 40 mm 
𝐴1 = 1500 mm
2 
𝐴2 = 1000 mm
2 
𝑆1 =  𝑒1 ∙ 𝐴1 = 7.5 ∙ 15 ∙ 30 = 22500 mm
3  
𝑆2 =  𝑒2 ∙ 𝐴2 = 20 ∙ 10 ∙ 30 = 40000 mm
3 
 
Izračun vztrajnostnih momentov:  
 
𝐼1 =  
𝑙 ℎ1
3
3
= 450000 mm4 
𝐼2 =  
𝑙 ℎ2
3
3
=  133333.33 mm4 
 
Izračun napetosti v nosilcu zaradi toplotne obremenitve:  
 
𝜎02 =  𝛼 Δ𝑇 𝐸2 = 1305.5 MPa 
 
Oddaljenost nevtralne osi od koordinatnega sistema:  
 
𝑎 =  
𝐸2𝑆2
2 +  𝐸1𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1)
=  165.333 mm 
 
Izračun radija ukrivljenosti:  
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎02𝑆2
= 65275.1 mm 
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3.1.3 Primer 3 
Kot primer smo obravnavali tudi ukrivljenost 3-plastnega nosilca, kjer najprej toplotno 
obremenimo samo drugi nosilec, nato pa bomo toplotno obremenili tako prvi, kot tudi drugi 
nosilec.  
Podatki za posamezen nosilec so napisani v Tabeli 3.1. 
 
Tabela 3.1: Tabela lastnosti treh nosilcev. 
 1. nosilec 2. nosilec 3. nosilec 
E [MPa] 700000 200000 90000 
h [mm] 20 20 10 
𝛼 [K-1] 0.6 0.7 0.5 
e [mm] 10 30 45 
A [mm2] 1000 1000 500 
S [mm3] 10000 30000 22500 
I [mm4] 133333.33 133333.33 16666.66 
 
 
𝑙 = 50 mm 
∆𝑇 = 200 °C 
 
Izračun napetosti zaradi izpostavitvi povišani temperaturi:  
 
𝜎02 =  𝛼2 Δ𝑇 𝐸2 = 662.2 MPa 
𝜎03 =  𝛼3 Δ𝑇 𝐸3 =  212.85 MPa 
 
Razdalja nevtralne osi od koordinatnega sistema ter radij ukrivljenosti, ko toplotno 
obremenimo samo drugi nosilec:  
 
𝑎 =  
𝐸1𝑆2𝑆1 + 𝐸2𝑆2
2  +  𝐸3 𝑆3𝑆2 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2 − 𝐸3 𝐼3𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1) +  𝐸3 (𝐴3 𝑆2 −  𝐴2𝑆3)
= 24.403 mm 
 
𝜌 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2 + 𝐸3𝑎 𝑆3 − 𝐸3𝐼3
𝜎02𝑆2
= 12248.3 mm 
 
Ko toplotno obremenimo tudi tretji nosilec:  
 
𝑎 =  23.4143 mm 
 
𝜌 =  9336.77 mm 
 
Iz rezultatov je razvidno, da se ob obremenitvi dveh nosilcev, radij ukrivljenosti zmanjša.  
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3.1.4 Primer 4 
V tem primeru obravnavamo tudi 5-plastni nosilec, kjer toplotno obremenimo 2. in 4. nosilec 
po vrsti.  
Podatki za posamezen nosilec so napisani v Tabeli 3.2. 
 
Tabela 3.2: Tabela lastnosti petih nosilcev. 
 1. nosilec 2. nosilec 3. nosilec 4. nosilec 5.nosilec 
E [MPa] 500000 300000 90000 100000 50000 
h [mm] 20 10 5 10 5 
𝛼 [K-1] 0.9 0.8 0.5 0.3 0.9 
e [mm] 10 27.5 42.5 55 65 
A [mm2] 1200 900 900 600 600 
S [mm3] 12000 24750 38250 33000 39000 
I [mm4] 160000 67500 67500 20000 20000 
 
 
𝑙 = 60 mm 
∆𝑇 = 150 °𝐶 
 
Izračun napetosti v nosilcu zaradi izpostavitve povišani temperaturi:  
 
𝜎02 =  𝛼2 Δ𝑇 𝐸2 = 1015.2 MPa 
𝜎04 =  𝛼4 Δ𝑇 𝐸4 =  126.9 MPa 
 
Enačba ravnovesja osnih sil za 5-plastni nosilec:  
 
𝐸1  𝑎 𝐴1 −  𝐸1𝑆1 +  𝐸2 𝑎 𝐴2 −  𝐸2𝑆2 − 𝜎02𝐴2𝜌 + 𝐸3 𝑎 𝐴3 −  𝐸3 𝑆3 +   𝐸4 𝑎 𝐴4 −  𝐸4 𝑆4
−  𝜎04𝐴4 𝜌 + 𝐸5 𝑎 𝐴5 −  𝐸5 𝑆5 = 0   
 
Enačba ravnovesja upogibnih momentov za 5-plastni nosilec:  
 
𝐸1  𝑎 𝑆1 −  𝐸1𝐼1 + 𝐸2 𝑎 𝑆2 −  𝐸2𝐼2 −  𝜎02𝑆2𝜌 + 𝐸3 𝑎 𝑆3 −  𝐸3 𝐼3 +   𝐸4 𝑎 𝑆4 −  𝐸4 𝐼4
−  𝜎04𝑆4 𝜌 + 𝐸5 𝑎 𝑆5 − 𝐸5𝐼5 = 0   
 
Iz enačb izpostavimo a in 𝜌 ter dobimo:  
 
𝑎 =  132469 mm 
 
𝜌 = 3.91496 ∙  107 mm 
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3.2 Eksperimentalni del 
Kot dokaz, da izpeljana teorija in uporabljene predpostavke veljajo tudi za realne primere,  
smo opravili tudi tri eksperimente. Namesto toplotne obremenitve smo opravili obremenitev 
z nategom nosilca. Uporabili smo dva različna materiala, z različnima moduloma 
elastičnosti. Prvi elastični modul smo določili s pomočjo upogiba nosilca. Drugi elastični 
modul pa smo določili z opravljenim nateznim preizkusom, kjer smo nato iz spodaj 
podanega grafa določili modul elastičnosti (naklon tangentne premice).  
 
Nosilec 2 smo raztegnili in ga prilepili na spodnji nosilec 1, ter nato pomerili radij 
ukrivljenosti, katerega smo primerjali s teoretično izračunanim radijem ukrivljenosti.  
 
Na Sliki 3.1 je prikazan graf nateznega preizkusa nosilca 2 ter premica, katere naklon je enak 
elastičnemu modulu tega materiala. 
 
 
 
Slika 3.1: Graf nateznega preizkusa nosilca 2 
 
Podatki nosilca 1 (nedeformirani nosilec) in nosilca 2 (deformirani nosilec), kateri veljajo 
za vse tri opravljene eksperimente.  
𝐸1 = 4.5 MPa 
𝐸2 = 0.4498 MPa (Določen iz naklona premice.) 
ℎ1 = 3.10 mm 
ℎ2 = 0.575 mm 
𝑙1 = 19.87 mm 
𝑙2 = 24.34 mm 
𝑒1 = 1.55 mm 
Rezultati in diskusija 
 
19 
𝑒2 = 3.3875 mm 
𝐴1 = 61.597 mm
2 
𝐴2 = 13.9955 mm
2 
𝑆1 =  𝑒1 ∙ 𝐴1 = 95.4754 mm
3  
𝑆2 =  𝑒2 ∙ 𝐴2 = 47.4098 mm
3 
 
Izračun vztrajnostnih momentov nosilcev.  
 
𝐼1 =  
𝑙1 ℎ1
3
3
= 197.316 mm4 
𝐼2 =  
𝑙2 ℎ2
3
3
= 1.54242 mm4 
 
3.2.1 Eksperiment 1 
Razteg nosilca in dobljeno napetost bomo dobili iz Hookovega zakona.  
 
𝜎02,1 = 𝐸2 ∙  𝜀1 
 
𝜎02,1 = 0.44988 ∙  
73.2 − 50
50
= 0.2087 MPa 
 
Dobljeno napetost tako vstavimo v zgoraj izpeljane enačbe, iz katerih je izpostavljena 
razdalja a (oddaljenost nevtralne osi od koordinatnega sistema) ter 𝜌 (radij ukrivljenosti).  
 
𝑎1 =  
𝐸2𝑆2
2 +  𝐸1𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1)
=  1.25466 mm 
 
𝜌1 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎02𝑆2
= 32.6177 mm 
 
Iz Slike 3.2 smo izmerili dobljen radij ukrivljenosti. Radij ukrivljenosti se ne upošteva na 
robovih, ker pride do napak zaradi robnih pogojev. Kjer smo opravili meritev radija je 
označeno z rdečimi črtami.  
 
𝜌1,𝑖𝑧𝑚𝑒𝑟𝑗𝑒𝑛𝑖 = 31.122 mm 
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Slika 3.2: Eksperiment 1 
 
Relativna napaka med izmerjenim in izračunanim radijem ukrivljenosti je:  
 
𝛿𝑥1 =  
31.122 − 32.6177
32.6177
∙ 100% =  −4.5 % 
 
3.2.2 Eksperiment 2 
Izračun napetosti v nosilcu za drugi eksperiment:  
 
𝜎02,2 = 𝐸2 ∙  𝜀2 
 
𝜎02,2 = 0.44988 ∙  
64.0 − 50
50
= 0.1256 MPa 
 
Izračunana oddaljenosti nevtralne osi od koordinatnega sistema:  
 
𝑎2 =  
𝐸2𝑆2
2 +  𝐸1𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1)
=  1.25466 mm 
 
Izračun radija ukrivljenosti:  
 
𝜌2 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎02𝑆2
= 54.0521 mm 
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Slika 3.3 nam prikazuje opravljen drugi eksperiment.  
 
 
 
Slika 3.3: Eksperiment 2 
 
𝜌2,𝑖𝑧𝑚𝑒𝑟𝑗𝑒𝑛𝑖 = 52.364 mm 
 
Relativna napaka med izmerjenim in izračunanim radijem ukrivljenosti je:  
 
𝛿𝑥2 =  
52.364 − 54.0521
54.0521
∙ 100% =  −3.12 % 
 
3.2.3 Eksperiment 3 
Izračun napetosti za tretji eksperiment:  
 
𝜎02,3 = 𝐸2 ∙  𝜀3 
 
𝜎02,3 = 0.44988 ∙  
60.94 − 40
40
= 0.23563 MPa 
 
Izračun oddaljenosti nevtralne osi od koordinatnega sistema:  
 
𝑎3 =  
𝐸2𝑆2
2 +  𝐸1𝑆2𝑆1 − 𝐸1𝐼1𝐴2 − 𝐸2𝐼2𝐴2
𝐸1 (𝐴1 𝑆2 −  𝐴2𝑆1)
=  1.25466 mm 
 
Radij ukrivljenosti:  
 
𝜌3 =  
𝐸1𝑎 𝑆1 − 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝑎 𝑆2 − 𝐸2𝐼2
𝜎02𝑆2
= 28.8966 mm 
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Slika 3.4 nam prikazuje opravljen tretji eksperiment.  
 
 
 
Slika 3.4: Eksperiment 3 
 
𝜌3,𝑖𝑧𝑚𝑒𝑟𝑗𝑒𝑛𝑖 = 28.158 mm 
 
Relativna napaka med izmerjenim in izračunanim radijem ukrivljenosti je:  
 
𝛿𝑥2 =  
28.158 − 28.8966
28.8966
∙ 100% =  −2.56 % 
 
3.3 Primerjava preračunov in eksperimentalnih 
rezultatov 
S teorijo, ki smo jo najprej izpeljali za dve plasti nosilca ter nato za n-plastni nosilec, smo 
prišli do ugotovitev, da se ob obremenitvi enega ali več nosilcev premakne nevtralna os, s 
tem pa pride tudi do krivljenja nosilca na radij 𝜌. Izpeljano teorijo smo uporabili najprej s 
primeri, kjer smo nosilce izpostavili povišani temperaturi. Nakar smo naredili tudi 
eksperiment, kjer je bil nosilec obremenjen s silo. 
 
Iz zgoraj predstavljenih eksperimentov lahko vidimo, da se nam oddaljenost nevtralne osi 
od koordinatnega sistema ne spreminja, medtem ko sprememba sile vpliva le na radij 
ukrivljenosti. Vidimo tudi, da pride do razlik med teoretično izračunanim radijem 
ukrivljenosti ter dejanskim radijem. Do razlike lahko pride zaradi napak pri odčitavanju 
radija ukrivljenosti iz slike, določitve elastičnega modula iz grafa za material 2 ter tudi pri 
materialu 1, ko smo ravno tako elastični modul določali s pomočjo odčitavanja iz slike iz 
ukrivljenosti nosilca. Napake so se lahko pojavile tudi pri meritvi samega nosilca (širina, 
debelina, razteg nosilca, … ) ter pri zaokroževanju podatkov. Vseeno pa dobimo zelo dobre 
rezultate, saj razlike med izračunanim in izmerjenim radijem niso velike.  
 
Rezultati in diskusija 
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Iz izračunanih relativnih napak je razvidno, da so razlike med izmerjenim in izračunanim 
radijem ukrivljenosti zelo majhne. V prvem eksperimentu je relativna napaka −4.5 %, v 
drugem eksperimentu je ta napaka se nekoliko manjša in sicer −3.12 % ter v tretjem 
eksperimentu najmanjša in znaša −2.56 %.  
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4 Zaključki  
V zaključni nalogi smo izpeljali potrebne enačbe za opis upogiba kompozitnega dvoslojnega 
nosilca ter določili lego nevtralne osi in radij ukrivljenosti takšnega nosilca. Do premika 
nevtralne osi pride zaradi kompozitne (slojevite) strukture nosilca. Glavni enačbi problema, 
tj. za lego nevtralne osi in radij ukrivljenosti, smo izpeljali s pomočjo ravnovesja osnih sil in 
ravnovesja upogibnih momentov. Obremenitvi, ki smo ju upoštevali v našem modelu sta bili 
temperatura (sprememba temperature v posamezni plasti) in deformacijska (predhodni 
razteg posamezne plasti). Teorijo, smo najprej izpeljali za dvoplastni nosilec,  nato pa jo 
posplošili na več n-plastni nosilec.  
Kot dokaz, da izpeljana teorija deluje, smo nato naredili nekaj teoretičnih preizkusov, kjer 
smo toplotno obremenili eno od plasti nosilca in opazovali kako se ta upogne. Na koncu smo 
opravili tudi enostaven laboratorijski preizkus, v katerem smo eno od plasti nosilcev natezno 
deformirali in jo prilepili na drugo, nedeformirano plast. S primerjavo rezultatov preizkusa 
(radij odčitan iz slike) in teoretično izračunanega radija, smo prišli do zaključka, da izpeljana 
teorija dobro opiše tudi realen odziv takšnega nosilca.  
 
Predlogi za nadaljnje delo  
 
V nadaljnjih raziskavah bi lahko teoretični model posplošili tako, da bi upoštevali tudi 
neenakomerne raztege oziroma temperaturne obremenitve, s čimer bi lahko raziskali tudi 
neenakomerno krčenje slojev v kompozitnih nosilcih.  
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